V 11. Masodrendi differencialegyenlet numerikus megoldasa

Ebben a fejezetben az
y'(x) =f (e y(x), y" (x))

masodrendii differencialegyenlet partkularis megoldasait keressiik ha adottak:
a; kezdeti feltételek: y(x0) =y0, y'(x0) =y0’
b; peremfeltételek:  y(x0) =)0, y(xI) =yl

A kezdeti feltételekkel adott mésodrendii differencidlegyenletek (un. Cauchy feladatok) megoldaséra a
10. fejezetben megismert modszerek alkalmazhatok. A peremfeltételekkel adott differencialegyenlet
megoldasa mar sokkal bonyolultabb, jelen jegyzet csak a legegyszeriibb megoldasi modszerek
ismertetésére vallakozhat.

V 11. 1. Linearis, masodrendii differencialegyenlet egzakt megoldasa
Maple-lel

1. Példa A harmonikus rezgdmozgast okoz6 kvazistacionarius erén kiviil a valésdgban mindig

fellép a sebességgel ellentétes iranyu surlddasi erd is. Keressiik a csillapitott rezgdmozgas kitérés-
2

1d6 fiiggvényét. A feladat differencidlegyenlete m (% y(1) ] =-k (% (1) ) —Dy(t), aholma
4

test tomege, k a surlodasi tényezo, D a rigoallandd. Vizsgaljuk meg a feladat megoldasat
kiilonboz06 kezedeti feltételek esetén, killonbdzd m és D értékek mellett.

Megoldas
2 ,
Vezessiik be a L 2B¢ésa D o jeloléseket. Igy a differenciadlegyenlet
m m
> restart; with(DEtools) : with( plots) :
d2

d 2
de == — +2B | — + =0:
> e 7 »(1) B ( & y(t)) o y(1)

alaku. A differencialegyenlet altalanos megoldasa:
> alt mo = dsolve(de, y(t))

alt mo :=y(t) = _CI e(_BJFV Bz_wz)’+_C2 e(_B_‘/ Bz—wz)z

Vizsgaljuk,mitdl fiigg a kapott kitérés - id6 fiiggvény alakja. Keressiik azt a partikularis megoldast,
amikor (0)=0, illetve y' (0) =vmax. A derivalt idd szerinti derivaltja a sebességet jelenti.

> part_mo = dsolve( {de, y(0) =0, D(y) (0) =vmax}, y(t))

U omaccl B R ) (/P )i
part mo :=y(t) = B - =

p) p) 2 p) p)

f—o f—o

A kapott megoldas alakja nyilvan attol fiigg, milyen a B és @ viszonya egymashoz.

vmdax €

1. Legyen B> . Ekkor a négyzetgyok alatti kifejezés pozitiv, a surlodas szerepe meghatarozo a
mozgas leirasakor. Matematikailag a differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletének két valos
gyoke van, két, fiiggetlen partikularis megoldas linearis kombinacidjaként all eld az altalanos



megoldas. LegyenB=8, =4, y(0) =0, ' (0) =vmax =4. (A dimenzidktdl most eltekintiink.)
> del := subs( {[328, 0)=4}, de); part_ moll := dsolve({del,y(0) =0,D(y)(0) =4}, y(¢))
2

— 4 d _
del =5 y(1) +16 ( < y(t)) +16v(1) =0

part_mo]]:zy(t)zi\/?e4<’2+\/3_)’_i\/?6-4(2+\/3_)t

6 6

> A = plot(rhs(part moll), t=0 .6, thickness =2, color =magenta, title
= A partikularis megoldas) :

A
A partikularis megoldas

0.20

0.151
0.10]
0.051

0 :
0 1 2 3 4 5 6

A mozgas nem periodikus, két exponencidlis fliggvény Osszege. Ha a kezdeti feltételeket
megvaltoztatjuk ugy hogy a a kezdeti kitérés ne legyen 0, viszont a kezdeti sebesség igen

> part_ mol2 = dsolve({del, y(0) =5,D(y)(0) =0}, y(¢)) :
> B :=plot(rhs(part mol2),t=0..6, thickness =2, color =red, title
= A partikularis megoldas) :

B
A partikularis megoldas
5
4
3
2,
1 1
0 1 2 3 4 5 6

A kitérés-id6 fliiggvény egy szigortian monoton csokkend fiiggvény lesz.



2. HaB=w. Ezt a fizikaban aperiédikus hataresetnek hivjak. Ekkor a négyzetgyok alatti
kifejezés 0, a karakterisztikus egyenletnek egy valos gyoke van, az ettdl linedrisan fiiggetlen masik
partikularis megoldas ennek #-szereseként 4ll eld.

> de2 :=subs({B=4, ®=4}, de)

> part mo2l :=dsolve({de2,y(0)=0,D(y)(0)=4},y(¢))

_ & d

2 dr 7

v(1) +8 (
dr

(t)) +16(1) =0

part mo2l :==y(t) =4 ety
> C:=plot(rhs(part mo2l),t=0 .6, thickness =2, color = green, title
= A partikularis megoldas y(0)=0,D(y)(0)=4) :
> part_ mo22 = dsolve({de2,y(0) =5,D(y)(0) =0}, y(1));
> E :=plot(rhs(part mo22),t=0..6, thickness =2, color = blue, title
= A partikularis megoldas y(0)=5,D(y)(0)=0) :
part mo22:=y(t) =5 e M +20e s

> Matrix(1, 2, [C, E]) : plots[display]( %)

t

A partikularis A partikularis
megoldas y megoldas y

03 0)=0.D(v) s\ M=5Dw)
123456 123456

t

Nézziik meg egyiitt, az azonos kezdeti feltételnek megfeleld partikularis megoldasokat.

> display({4, C})

> display({B, E})

A partikularis A partikularis
megoldds y(0)=0, megoldas y(0)=
0.3 =4 s SDW0)=0
123456 123456

t ¢

3. Ha B<m, a csillapitas kicsi. Ekkor a megoldasban szereplé négyzetgyokos kifejezés negativ,

vagyis a karakterisztikus egyenletnek nincs valos gyoke.

> de3 :=subs({B=2, =4}, de)

> part_mo31 :=dsolve({de3,y(0)=0,D(y)(0) =4}, y(t))
2

de3 =9 (1) +4 (i y(t)) +16(1) =0

dr dr

part mo3l:=y(t) = % \/?e_Qtsin(Z t\/?)
> F:=plot(rhs(part mo31), t=0..6, thickness =2, color = brown, title

= A partikularis megoldas) :
> part_mo32 = dsolve({de3,y(0) =5,D(y)(0) =0}, (1))



sin(2t\/?) +5 e_ztcos(2t\/?)

> G:=plot(rhs(part mo32),t=0..6, thickness =2, color =yellow, title
= A partikularis megoldas) :

part_ mo32:=y(t \/_ e

> display( {4, C, F})

> display({B, E, G})

A partikularis A partikularis
megoldas y(0)=0, megoldas y(0)=
D)(0)=4 5.D()(0)=0

SM—
0 1 23 456

t

0.5‘@
0 23456
t

4. Igaz-e, hogy B =0 eset a harmonikus rezgdmozgasnal megismert tiszta szinusz figgvényt adja?
> ded = subs({B=0,w=4}, de)
> part_mo4 :=dsolve({de4,y(0) =0,D(y)(0) =4}, y(?))
2
ded = %y( ) +16y(t) =0
4

part mo4 :=y(t) =sin(4t)

> H:=plot(rhs(part_mo4),t=0..6, thickness =2, color =red, title
= A partikularis megoldas) :
H

A partikularis megoldds

AN
AR

5. Hogyan valtozik a megoldas, ha a rendszerre kényszererd is hat?
2

%Y(f) + 16 (%y(t)) + 16 y(t) =sin(t) +e¢

> alt mo5 = dsolve(de5, y(t))

alt mo5 :=y(t) = 64(_2 +V3) L2+ e

> des = e

(2+J3_>t_C] — 41—861 (—ﬁ + (cos(t)



_ 15 N ot
16 s1n(t)jeje

> part_mo5 :=dsolve({de5, y(0) =0,D(y) (0) =4}, y(¢))

part_mo3:=y 5772 962

16 ( 481

_ L5 ) ) o
131 16 + [cos(t) sm(t)j ej e

16
> plot(rhs(part mo5),t=0..12)

0.20
0.15]
0.10

0.05

2 4\y8 10‘2
Z

(t)=e4(2+ﬁ)t(— 665 3 _465)+e4(2+\/T)z(

465
962

V 11. 2. Kezdetiérték feladat megoldasa Euler modszerével

+665J?)

5772

A masodrendii kezdetiérték problémak a Newton-féle mozgésegyenletek megoldasa miatt alapvetd
fontossaguak. Keressiik az y(#) hely-i1d6 fliggvényt, mikozben a mozgast végzd testre kiilonbozo

erdk hatnak.

)y =f'(),y@),t), y(0)=y0, y'(t0)=v0

A differencidlegyenletet visszavezetjiik egy elsdrendi, 2 egyenletbdl 4ll6 differencidlegyenlet

rendszerre.
Jelolések:
v(t) =y’ (1),
V(1) =f(y(1),v(t), 1),
A kezdeti feltételek:

y(t0) =0, v(t0) =v0
Majd az Euler modszernél megismertek szerint:

y(t0+h) = y(t0) + hv(10)
v(t0 +h) = v(t0) + hf(y(t0), v(£0), t0)

Majd ezt az eljarast folytatjuk a megadott 1épésszamig.

2. Példa Irjuk le az / hosszisagu, m tomegii fonalinga mozgés-ido fiiggvényét, ha



a; a fonal nyujthatatlan, maximalis kitérése< 5°
b; a fondl nytjthatatlan, a mozgas vizszintes helyzetbdl indul.

Megoldas a;

Nytjthatatlan, kis kitérésti fondlinga esetén a fondl vizszintes irdnyu kitérése kozelitdleg a kitérés
szogének [-szerese. x=I-sin(¢), s =1-¢, sin(¢) = ¢. Ekkor a mozgéasegyenlet masodrendd,
linearis, homogén differencialegyenletre egyszertisodik. A kezdeti feltételek legyenek

T (0] m m
0)=5—7"7I =5 0)=0—,g=10—.,/=1m.
x(0) =521 (9 =5°), v0)=0 2 ¢ =t

> restart, with(DETools) : with( plots) :

2
> de:=d—2x(t) Z—w:
dr !
> part_mo = dsolve({de, D(x)(0)=0,x(0) = ll.gon ],x(t)j
part_ mo :=x(t) = % lncos([\/%t]
[

> kiteres := subs({g=10,/=1}, part mo)

kiteres .= x(t) = % chos( 10 t)

> A = plot(rhs(kiteres), t =0..6, thickness =2, color = magenta, title = Ingamozgas kitérés
— id0 fiiggvénye kis kitérés esetén) : A



Ingamozgas kitérés — ido fiiggvénye kis kitérés esetén

0.081
0.061
0.04
0.021
T T2\ 3] 21 5] 6

-0.02] p
-0.04]
-0.06
-0.08]

A mozgas a harmonikus rezgdmozgasnak felel meg.
b;

Nyujthatatlan, nagy kitérésii fonalingaesetén a szoggyorsulas a szog szinuszaval aranyos, a
newtoni mozgasegyenlet

> restart, with(plots) : with(DETools) :

> de = —= o¢(t)=-10sin(@(?)) :

alakua.

> partmegold = dsolve([de, ©(0)= %, D(9)(0) :0}, (P(f)j

1
Z 2"
partmegold := ¢ (t) = RootOf e — da+t+ L S dal,
20 \ cos( a) 10 cos( a)
0 - 70
1
Z 2"
¢ (t) =RootOf L V20 ‘20d_a+t+ [—L L]d_a
Jo 20 cos(_a) Jy 10 cos(_a)

A feladat csak numerikusan oldhaté meg.
b1; Megoldas Euler modszerrel

frjunk ciklust, a kovetkezd bemend adatokkal, majd abrazoljuk a szogkitér-idé grafikont!

> t[0]:=0:0[0]:= evalf(%) 0[0]=0:2:=0.05:n:=40:

> for i to n do
tlil:==1tli—1]+h;
oli]l == evalf(o[i—1]1+holi—1]);
o[i]==o[i—1]-h-10sin(e[i—11])
end do:
> T:= [seq(t[i],1=0.n)]: D = [seq(p[i],1=0.n)]:
> pontok :=plot( [seq( [Tl, CI)l.], i=1 n) ], style= point, symbolsize =20, symbol = cross, color



=red, title = Az inga szogelforduldsa az ido ﬁiggvényében) : pontok

Az inga szogelforduldsa az idé fiiggvényében

e
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Az abran megfigyelhetd, hogy a tomegpont a sz€&lsé helyzeten lassabban halad at, mig az
egyensulyi helyzetet gyorsan elhagyja.

b2; Megoldas a beépitett numerikus eljarassal
2
> restart, with(DETools) : with(plots) : de == d_2 @(t) =-10-sin((1)) :
dr

> partmegold = dsolve( [de, ¢(0)= g, D(¢)(0) ZO}, o(1), numeric);

partmegold := proc(x_rkf45) ... end proc
> T := [seq(rhs(partmegold(0.01-1)[1]),i=0..500)]:
> O == [seq(rhs(partmegold(0.01-1)[2]),i=0..500)]:
> szog = plot( [seq([T[i], 0[i]],i=1..500) ], style = point, symbolsize =15, symbol = cross,
color = red, title =Szogelfordulds -idd fiiggvény') : szog



Szogelfordulas — idé fiiggvény

0.5

-0.51

-1.5

> kiteres := plot( [ seq( [ T[i], sin(0[i]) |, i=1..500) |, style= point, symbolsize= 15, symbol
= cross, color = blue, title ='Vizszintes kitérés - idé fiiggvény') : kiteres

Kiteres — id6 fiiggvény

0.5

-0.5

> mozgas = plot( [seq([ sin(®[i]), -cos(0[i]) ],i=1..150) |, style= point, symbolsize
=15, symbol = cross, title =Ingamozgas x — y koordindtai', color = blue, scaling
= constrained) : mozgas



Ingamozgas x — y koordinatdi

-0.5 0 0.5
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5 #
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- e
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A mozgas animacioval:
> forito500 do
abrali] == pointplot( [ sin( o[7] ) , —cos(¢[i]) ], style= point, symbolsize =15, symbol
= soliddiamond, color = blue) :
od:
> display([seq(abralil, i=1..120) ], title =Ingamozgas animacid', scaling = constrained,
insequence = false)

V 11. 3. Peremérték-feladat megoldasa a véges differencidk modszerével

El16szor tekintsiik az
y'+px)y +q(x)y=r(x)
y(a) =A4,y(b) =B

linearis peremértékfeladatot. Osszuk fel az [a,b] intervallumot n egyenld részre, h legyen az
osztopontok tavolsaga, az i-edik osztaspont legyen x,, i=0 .. n, legyeny=y(x) ,p/p(x),q7q(x),

rar(x).
Hasznaljuk fel a numerikus derivalasnél a 9. fejezetben megismert centralis differencia
formulakat.

, _div1 7Y
() = T
YVig1— 2y _
y//(xi)z i+1 hzl 1 1, zzl(n—l)

A peremfeltételek alapjany(a) =y,=4, y(b) =y, =B. frjuk fel a differencialegyenletet a kozelité
formulak felhasznalasaval mindenx, i=1..(n — 1) pontra
Vir1 720ty Yiv1 7 Vi
2 P
h 2h

Szorozva h” -tel és rendezve kapjuk, hogy

+ q4;V;="1; -



Vigr (2R v (20— 4) 4y, (2—hep)=2-hr, i=1.(n—1).

Ez pedig (n — 1) egyenletbdl all6 linedris egyenletrendszer az (n — 1) darab y értékre. Ennek az
egyenletrendszernek a megoldésa adja a differencidlegyenlet megoldasfiiggvényeinek kozelitd
értekét. Az egyenletrendszer egyiitthatomatrixa un. tridiagonalis, mert csak a foatloban, illetve
attol eggyel jobbra €s balra tartalmaz elemeket.

3. Példa Oldjuk meg a véges differenciak mddszerével azy'' -y=x y(0) =1, y(1)=3

Megoldas
> restart, with( DEtools) : with( plots) :
dZ
> de .= @ y(x) —y(x) =x:

A differencidlegyenletnek 1étezik egzakt megoldésa
> part_mo =dsolve({de,y(0) =1,y(1) =3} y(x))
X -1 -X
part mo:=y(x) = il 4+i ) e (e j) —Xx
-ete -ete

> abra = plot(rhs(part_mo),x=0..1, color =red) :
2 2
> formula = (—4 +24q;h )yl.+(2 —pih)yl._l—i- (pl.h +2)yl.+1=2h I

1

A véges differencia mddszer alkalmazésahoz definidljuk ap(x), g(x), r(x) fliggvényeket.
> p=x—0:g=x—>-1:r=x—x:

Vagyis a formulédban
> formula = subs( {qiz -1,p,=0,r, in},formula)

formula := (—4—2h2)yl.+2yl._l+2yl.+1=2h2x.

1
frjunk ciklust, ami elééllitja az egyenletrendszert, majd a lineéris algebra eszkozeivel oldjuk is
meg.
> y[0]=1:y[20]:=3:h:=0.05:x[0]:=0:
> forito19 do
x[i]=x[i—1]+ibh;
elili=(-4—2K) ylil+2y[i— 1142 y[i +1]1=2 K x[i]

end do :
> rendszer = seq(el[i],i=1..19):

Generaljuk az egyiitthatomatrixot, €s a konstansok matrixat, majd az inverzmatrix képzésének
segitségével oldjuk meg a rendszert.

> with(LinearAlgebra) : A, b := GenerateMatrix([rendszer], [seq(y[i],i=1..19)]) :

> X = [seq(h-i,i=1..19)]; Y := convert(MatrixInverse(A).b, list);

X:=10.05,0.10, 0.15, 0.20, 0.25, 0.30, 0.35, 0.40, 0.45, 0.50, 0.55, 0.60, 0.65, 0.70, 0.75, 0.80,
0.85,0.90, 0.95]

Y:=[1.02298113602104, 1.04864472488213, 1.07730492555543, 1.10940838854261,
1.14553537250115, 1.18640119489095, 1.23285802026797, 1.28589699069566,
1.34665070360009, 1.41639604326352, 1.49655737303511, 1.58871009623929,



1.69458459468407, 1.81607055461555, 1.95522169093358, 2.11426088147894,
2.29558572422799, 2.50177453128762, 2.73559277467547 ]

Abrazoljuk kozos koordinatarendszerben az egzakt és a numerikus megoldast.
> a :=plot( [seq( [X. Y], i=1 ..19) ], style = point, symbolsize =20, symbol = cross, color

P i
= green) :
c:=plot([[0, 1], [1,3]], style= point, symbolsize =20, symbol = cross, color = green) :
> plots[display]([a, c, abra])

3,

2.5

1.5

Latjuk, hogy a modszer elég nagy hibaval dolgozik.

A Maple dsolve, numeric opciojaban 1étezik beépitett method = bvp (boundary value problem:
peremérték-feladat) lehetdség. Oldjuk meg az egyenletet ennek segitségével is, majd hasonitsuk

Ossze a kapott eredményeket.
2

> unassign('y'); unassign('x'); de2 = Ey(x) —y(x)=x:

partmegold := dsolve({de2, y(0) =1,y(1) =3}, y(x), numeric, method =bvp, range=0..1)
partmegold := proc(x_bvp) ... end proc

Innen tetszdleges helyen kiolvashatjuk a megoldasfiiggvény értékét.
> partmegold(0.3)

x=0.3,y(x) =1.38197997628093, % y(x) =1.48994390520282

Olvassuk ki a megoldasfiiggvény értékeit 4 1épéskdzonként.
>xy=0:y,=1:h=005:
for ito20do x;:=x, _ | +1h, y,:= rhs(partmegold(xl.)2> end do :
> X2 = [seq( x[1],i=0.20)]: Y2 := [seq( y[i],i=0..20)]:
> d = plot( [seq( [XZI., YZi], i=1 ..20) ], style = point, symbolsize =20, symbol = cross, color
=blue) :
> plots[display]([a, c, abra, d])



2.5

1.57

Az abran kék szin jelenti a bvp opcioval kapott értékeket. A beépitett algoritmusok koziil a Maple
a legkisebb hibaval dolgozo6t valasztja ki, ezek targyaldsa meghaladja e jegyzet kereteit.

Megjegyzés: Nem linedris feladat megoldédsa természetesen nem linedris egyenletrendszerhez
vezet, ennek megoldhatosdga a nemlindris algebra eszkoztaraval lehetséges.

4. Példa Oldjuk meg az alabbi nem linedris peremérték-feladatot a Maple beépitett numerikus
eljarasaval, az adott intervallum 10 egyenlo részekre osztasaval. Adjuk meg a megoldas értékét az

x=1.2 helyen.
1’ 1
y' = p(1) =2, p(2) = V2
Megoldas
. . ¢ _ 2
> restart; with( plots) : with(DEtools) : de = E y(x)=y(x)":

> partmegold := dsolve( {de, y(l) = \/7, y(2) = g , ¥(x), numeric, method = bvp, range

A fiiggvény értéke a keresett helyen:
> partmegold(1.2)

[xZ 1.2, y(x) =1.18495281041647, % y(x) =-0.988311159455787

Az [1, 2] intervallumban a keresett fliggvényértékek listaba rendezve:

> xy=1:y,=+2 :h=01:
foritol10do x;:=x, | +h; y,:= rhs(partmegold(xl.)z) end do :

> X = [seq( x[1],i=0..10)]; Y := [seq( y[i],i=0..10)]
X=[1,1.1,12,13,14,15,16,1.7,1.8,1.9,2.0]

Y= [\/7, 1.29121808387020, 1.18495281041647, 1.09277279772872, 1.01256843427180,
0.942643710882498, 0.881625863306956, 0.828397517422350, 0.782045204711264,
0.741819935887751, 0.707106781186550 |



> plot( [seq( [Xl, Yl], i=1.11 ) ], style= point, symbolsize =20, symbol= cross, color = blue)

141
130+

1.2] +

1.1 +

1.0 +

0.9 +

0.8, +

V 11. 4. Feladatok

1. Feladat Oldja meg az alabbi kezdetiérték-feladatokat
a; y'=-y, y(0)=1,y(0)=0
b; y'+xy=0, y(1)=1, y'(1

) =c,
hatarozzuk meg c értékét, hogy y(1.2) =

y'(1.2) harom jegy pontossaggal teljesiiljon.

2. Feladat Oldja meg az alabbi peremérték-feladatokat a véges differencia modszerével.

a, y''=xy y(0)=y(1)=1

by = p(0) =p(1) =1
(sinx +1)

¢; 3yy’+(y)7=0 y(1)=1, y(2) =3

d; y'"=y+siny y(0)=0,y(1)=1

V 11. 5. Ellenorzé kérdések

1. Mi a kiilonbség akezdetiérték és a peremérték feladat kozott?
2. Adja meg a kezdetiérték probléma Euler modszeres megoldasanak 1épéseit.
3. Vezesse le a linearis peremérték feladat formulajat.



